
 
§1.研究の動機 

数学者たちを 100 年以上も悩ませ続けている未解決問題である、

「マルコフ数の単一性予想」の新たなアプローチである「角のパ

ーフェクトマッチング」について興味を持ち、それについて何か

規則性はないか調べることにした。 

§2.背景 

[1] + + = 3 をみたす自然数の組( , , ) = ( , , )をマ

ルコフの三つ組といい、 , , 各々の数をマルコフ数という。 

[2]( , , ) = ( , , )がマルコフの三つ組となるとき、 

, ,  , , ,  , , , もまたマルコフの三つ組

となる。 

[3]「与えられたマルコフ数 に対して が最大の解であるような

 + + = 3 をみたす数の組( , , )は一意に定まる」と

いう予想がある。これをマルコフ数の単一性予想（マルコフ予想）

という。 

[4]マルコフ数をツリー状に並べたものをマルコフツリーという。 

(1,1,1)から始め、( , , )  ⇒  , ,  , , ,  , 

, , のどれかの演算を行い、ツリー上に並べることで、マ

ルコフツリーは生成される。(↓マルコフツリーの一部) 

 

 

 

 

 

 

 

[5]有理数の集合ℚに正の無限大∞を付加した集合ℚ = ℚ ∪ {∞}
を考える。 

0,∞以外の任意の有理数 を次の 3 条件を満たすように既約分数

表示する。 

( ) =    ( ) gcd( , ) = 1   ( ) ∈ ℤ, ∈ ℕ 

, ∈ ℚ ( , は既約分数)のとき = , = として 

ファレイ和を ⊕ =  

ファレイ差を ⊖ =  と定義する。 

このとき 0 = 01 ,∞ = 10  とする  

 

 

[6] , , から始め、( , , ) ⇒  ( ′ , , )と置換したも

のをツリー状に並べたものをファレイツリーという。ただし、 

′ = ⊕            ( < ,     , < )
  ⊖      ( < <     < < )である。 

(↓ファレイツリーの一部（マルコフツリーと同じ部分）) 

 

 

 

 

 

 

[7]①1 以上の既約分数  を任意に 1 つとる 

②傾き  の直線を格子点から出発し、次の格子点にぶつかる

まで引く 

③直線が通過した格子に、傾き-1 の直線を格子点から格子点へ

と引き下ろす。 

①②③を満たす格子のことを、傾き の斜線つき格子と呼ぶ。 

( )傾き  の斜線付き格子 

 

 

        →         → 

 

 

[8](1)一番右上と一番左下の、線分で分割されていない角は選ば

ない。 

(2)任意の頂点 について、 を端点とする角のうち 1 つが選ば

れている。 

(3)それぞれの三角形からちょうど 1 つ角が選ばれている。 

(1)(2)(3)をみたす斜線つき格子の角の選び方を角のパーフェク

トマッチングという。 

[9]角のパーフェクトマッチングの個数は１つ 

とは限らない。たとえば、傾き  の斜線付き 

格子に対する角のパーフェクトマッチングは、 

29 通りある。 

[10]ファレイツリー中の値 の角のパーフェク 

トマッチングを考えると、この値はファレイ 

ツリー中の値 c に一致する。 
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§3.分母 1の角のパーフェクトマッチングの個数 

傾き の角のパーフェクトマッチングは 

傾き  、傾き の角のパーフェクト 

マッチングを組み合わせ、 

例外を足したものであると解釈できる。 

 

 

 

傾き の角のパーフェクトマッチングの個数を ,
とおく。 

[1]傾き 、傾き のそれぞれの角の 

パーフェクトマッチングの個数は , , , (= 2) 
この二つの組み合わせで得られる角の 

パーフェクトマッチングの個数は

, ∙ ,  

 

 

[2][1]以外の処理 

[1]は傾き 、傾き のそれぞれの角の 

パーフェクトマッチングの個数をかけただけなので 

●の角は含まれていない。したがって[1]以外ならば 

●の角が含まれていることになる。 

 

 

 

[2]-[a]●を入れると、角のパーフェクトマッチングの 

条件を満たせなくなる。 

 

 

 

 

 

[2]-[b]●を入れると、さらに大きく 2 通りに分ける 

ことができる。 

図の( − 1)個の格子について、角のパーフェクト 

マッチングの(1)の条件の「右上の角は選ばない」を 

「左上の角は選ばない」に変えた「広義の」角の 

パーフェクトマッチングの個数を , とおく。 

 

簡単のため、一番上の格子は省略した。 

[2]-[b]-[a]●を入れ、入ることのできない 

角を消していくと、下の( − 2)個の格子は 

傾き の角のパーフェクトマッチングその 

ものである。 

 

 

 

[2]-[b]-[b]●を入れ、入ることのできない角を消し 

ていくと、下の( − 2)個の格子は , そのもの 

である。 

※[2]-[a]で検討した結果から、×には 

●が入りえない 

 

以上より、 

, = , + ,
, = , ∙ , + , ( ≥ 3)という連立漸化式が立式できる。 

, = , + ,
, = , ∙ , + , ( ≥ 3) 

⇒ , = , ∙ , + , + , +⋯+ , + ,  

⇒ , = 2 , + , + , +⋯+ , ∵ , = 2, , = 0  

, = 2 , + , + , +⋯+ , と辺々引いて 

⇒ , − , = 2 , − , − , = 2 , − , − 2 

⇒ , − 3 , + , = −2 

⇒ , = 1
√5

√5 + 12 + √5− 12  

§4.分母が一般の場合の角のパーフェクトマッチン

グの個数 

うまく分割すると、フィボナッチ数の積の和で表せる。 

§5.まとめと今後の展望 

「角のパーフェクトマッチング」は、マルコフ数の単一性予想に

おいて重要なアプローチであることを理解し、その場合の数がフ

ィボナッチ数列と関係があることがわかった。今後さらに性質を

調べ、規則性を求めていきたい。 
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